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Ïðèìåð 19. Âîò òèïè÷íîå ñîîòíîøåíèå Áåçó: 12 · 1 +
+ 8 · (−1) = 4.

Ïîëüçà îò ýòîãî ñàìîãî ñîîòíîøåíèÿ Áåçó ñëåäóþùàÿ:

ïðåäïîëîæèì, ïëîõîé íà÷àëüíèê çàñòàâëÿåò âàñ íàéòè

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 1234567 è 89101112. Âû
ïðèíîñèòå åìó 1. ¾Íó õîðîøî¿, ãîâîðèò íà÷àëüíèê, ¾ýòè

÷èñëà äåéñòâèòåëüíî äåëÿòñÿ íà 1, íî êàêèå âàøè äîêàçà-
òåëüñòâà, ÷òî îíè áîëüøå íè íà ÷òî íå äåëÿòñÿ¿? À åñëè

âû ïðèíåñåòå åìó

1234567 · 76257319+ 89101112 · (−1056606)= 1,

òî ñäåëàâ äâà óìíîæåíèÿ è îäíî âû÷èòàíèå, íà÷àëüíèê

óáåæäàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âåðíî, è àâòîìàòè÷åñêè ïîëó-

÷àåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî

ÍÎÄ(1234567, 89101112)= 1.

Èáî åñëè áû ýòè ÷èñëà äåëèëèñü íà äðóãîå ÷èñëî, íà ýòî

äðóãîå ÷èñëî äåëèëîñü áû è ÷èñëî 1234567·76257319, ÷èñëî
89101112 · (−1056606) è ÷èñëî

1234567 · 76257319+ 89101112 · (−1056606),
à îíî ðàâíî 1 è íà äðóãèå ÷èñëà íå äåëèòñÿ.

Íà âñÿêèé ñëó÷àé çàïîìíèòå: ñîîòíîøåíèå Áåçó íàõî-

äèòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Ò.å. åñëè íà÷àëüíèê äàñò îäèíàêîâûå

÷èñëà ðàçíûì ëþäÿì, òî îíè ìîãóò íàéòè ðàçíûå, íî ïðà-

âèëüíûå ñîîòíîøåíèÿ Áåçó.

Ïðèìåð 20. Âîò äâà ðàçíûõ íî ïðàâèëüíûõ ñîîòíîøåíèÿ

Áåçó: 3 · (−1) + 4 · (1) = 1 è 3 · (3) + 4 · (−2) = 1.

Ïåðåéòè îò îäíîãî ñîîòíîøåíèÿ Áåçó ê äðóãîìó ìîæíî

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðè¼ìà:

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè A · (u) + B · (v) = N òî A · (u −
−B) +B · (v +A) =N è A · (u+B) +B · (v −A) =N .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü ñêîáêè.

Ïðèìåð 21. Áåðåì âîò òàêîå 3·(−1)+4·(1)=1 ñîîòíîøåíèå
Áåçó, ïðèáàâëÿåì è âû÷èòàåì: 3 · (−1 + 4) + 4 · (1− 3) = 1,
è ïîëó÷àåì 3 · (3) + 4 · (−2) = 1.

Êñòàòè, òàêèì ìåòîäîì ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìèíóñ â ñî-

îòíîøåíèè Áåçó, èíîãäà (â ïðèìåðå 16 (ñòð. 4)) ýòî âàæíî.

Èòàê, ó âàñ îñòàëèñü äâà âîïðîñà:

1. Êàê èñêàòü ÍÎÄ áûñòðåå ÷åì ìåòîäîì ïåðåáîðà?

2. Êàê íàõîäèòü ÷èñëà â ðàâåíñòâå Áåçó?

2.3 Àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ

íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêèå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà x, òî èõ ñóì-

ìû, ðàçíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ òîæå áóäóò äåëèòüñÿ íà x.
Íàïðèìåð, 12, 9 è 15 äåëÿòñÿ íà 3. Ëåãêî ïðîâåðèòü íà

êàëüêóëÿòîðå, ÷òî 12 + 9, 12− 9, 15 · 12 + 9 òîæå äåëÿòñÿ
íà 3, È äàæå 12 · 7 è 15 · 5− 9 äåëÿòñÿ íà 3, õîòÿ 7 è 5 íà 3
íå äåëÿòñÿ.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì íàáëþäåíèè, ïðîäåëàåì ñëåäóþ-

ùåå ñòðàííîå äåéñòâèå: ïîäåëèì îäíî ÷èñëî íà äðóãîå ñ

îñòàòêîì: A=B ·C +R (A � äåëèìîå, C � äåëèòåëü R �

îñòàòîê). Ñëåäîâàòåëüíî, äåëèòåëè R è B áóäóò äåëèòåëÿ-

ìè A. Ýòî æå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ðàçíîñòü:
R = A − B · C. È, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèòåëè A è B áóäóò

äåëèòåëÿìè R. Òàêèì îáðàçîì, ìû íå÷àÿííî äîêàçàëè

Óòâåðæäåíèå 7 (Òåîðåìà Åâêëèäà î ÍÎÄ). Åñëè A%B=
=R, òî ÍÎÄ(A,B) =ÍÎÄ(B,R).

Êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñëîæíóþ çàäà÷ó ïîèñêà ÍÎÄ

äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë A è B ê ÷óòü ìåíåå ñëîæíîé çàäà÷å

ïîèñêà ÍÎÄ äëÿ ÷óòü ìåíüøèõ ÷èñåë B è R (íàïîìíèì,

÷òî R=A%B). Ïîòîì, àíàëîãè÷íî, ñâåñòè ýòó ÷óòü ìåíåå
ñëîæíóþ çàäà÷ó ê åù¼ ìåíåå ñëîæíîé, è òàê äàëåå.

Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíèê âàñ çà-

ñòàâëÿåò èñêàòü ÍÎÄ(A,B), íóæíî ïîäåëèòü ñ îñòàò-

êîì, ïîäîçâàòü ïîä÷èíåííîãî è äàòü åìó çàäàíèå íàé-

òè ÍÎÄ(B,R). Ïîä÷èíåííûé ñäåëàåò òî æå ñàìîå, ò.å. äàñò
àíàëîãè÷íîå çàäàíèå ñâîåìó ïîä÷èíåííîìó. �äå-òî òàì, íà

äíå èåðàðõèè ïîä÷èíåííûõ, î÷åðåäíîé ïîä÷èíåííûé ïîëó-

÷èò çàäàíèå ñ ìàëåíüêèìè ÷èñëàìè è ñìîæåò íàéòè ÍÎÄ

ïåðåáîðîì. (Â ïðîãðàììèðîâàíèè ýòî íàçûâàåòñÿ ðåêóð-

ñèâíàÿ �óíêöèÿ).

Êñòàòè, ýòîò ïîä÷èíåííûé èç ãëóáèí èåðàðõèè ìîæåò è

ñàì ïðèáåæàòü ê âàøåìó íà÷àëüíèêó è ïðèíåñòè ãîòîâûé

îòâåò
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Ïðèìåð 22. Íàéäåì ÍÎÄ(29, 12). Íàõîäèì îñòàòîê:

29%12= 5. Äàåì çàäàíèå ïîä÷èíåííîìó: ¾À íó êà áðàòåö,

íàéäè ìíå ÍÎÄ(12, 5)¿. Ïîä÷èíåííûé íàõîäèò îñòàòîê

12%5= 2 è äàåò çàäàíèå ïîäïîä÷èíåííîìó: ¾À íó êà áðà-

òåö, íàéäè ìíå ÍÎÄ(5, 2)¿. ×èñëà 5 è 2 äîñòàòî÷íî ìàëåíü-
êèå, ÷òîáû íàéòè ÍÎÄ. Îí ðàâåí 1. Èòîãî: ÍÎÄ(29, 12)=1.

2.4 Àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ

ðàâåíñòâà Áåçó

Îñíîâàí íà òàêîé æå ðåêóðñèè êàê è àëãîðèòì íàõîæäå-

íèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ

7

.

Ïðåäïîëîæèì, íà÷àëüíèê äàë íàì A, B è âåëåë íàéòè u,
v â ðàâåíñòâå

A · (u) +B · (v) =ÍÎÄ(A,B).

Âû÷èñëÿåì îñòàòîê A = B · C + R è äàåì çàäàíèå ñâîåìó

ïîä÷èí¼ííîìó ïîéòè è íàéòè ÷èñëà â ðàâåíñòâå

B · (u1) +R · (v1) =ÍÎÄ(B,R).

Êîãäà ïîä÷èíåííûé ïðèíåñåò íàì ÍÎÄ è ñâîè u1, v1, âû-
ðàæàåì

R=A−B · C,
ïîäñòàâëÿåì â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî

B · (u1) + (A−B · C) · (v1) =ÍÎÄ(B,R)

è ïðåîáðàçóåì â

A · (v1) +B · (u1 − C · v1) =ÍÎÄ . (3)

Òàêèì îáðàçîì, íàøå u ðàâíî v1 íàøåãî ïîä÷èíåííîãî

è íàøå v = u1 − C · v1.
Êàê æå ïîä÷èíåííûé íàõîäèò ñâîè u1 è v1? Äà ïîíÿòíî
êàê, îí ïîäçûâàåò ñâîåãî ïîä÷èíåííîãî è äà¼ò åìó àíà-

ëîãè÷íîå çàäàíèå. Íà äíå èåðàðõèè ïîä÷èíåííûõ íåêèé

ñîâñåì óæå íèçêîïîñòàâëåííûé ïîä÷èí¼ííûé ïîëó÷èò ñî-

âñåì ìàëåíüêèå A, B è íàéäåò ÍÎÄ, u è v ïðîñòî ïåðåáî-
ðîì.

6

Â ïðîãðàììèðîâàíèè ýòî íàçûâàåòñÿ õâîñòîâàÿ ðåêóðñèÿ

7

Åñëè âû åùå íå ÷èòàëè ðàçäåë 2.3, òî ñåé÷àñ ñàìîå âðåìÿ ýòî

ñäåëàòü.
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Óòâåðæäåíèå 3 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ â îáëåã-

÷åííîé �îðìóëèðîâêå). Åñëè íà ëåâîé çâåçäî÷êå A çóá-

÷èêîâ, íà ïðàâîé B è ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû (ò.å.
ÍÎÄ(A,B)=1), òî îïåðàöèÿ ¾ïëþñ îäèí¿ ïåðåâåäåò çâåç-

äî÷êè ÷åðåç âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè, è êîìáèíàöèé

ýòèõ áóäåò A · B øòóê.

Áîëåå òîãî, âåðíî

Óòâåðæäåíèå 4 (Ïðîäîëæåíèå Êèòàéñêîé òåîðåìû). Åñ-

ëè ïðîíóìåðîâàòü ýòè êîìáèíàöèè ïàð ÷èñåë â òîì ïî-

ðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ, òî ýòîò âåëîñèïåäèê

áóäåò ðàáîòàòü òàê æå, êàê è îáûêíîâåííîå êîëüöî âû-

÷åòîâ

4 ZA·B.

Ïðî ¾áóäåò ðàáîòàòü òàê æå¿ ñëåäóåò ïîÿñíèòü: âîò

ïðåäñòàâüòå, ÷òî ó íàñ íà ñòåêëÿííîé ñòåíå êàðòî÷êè, ó

êîòîðûõ ñ îäíîé ñòîðîíû íàïèñàíû ïàðû ÷èñåë îò ¾âåëî-

ñèïåäèêà¿, à ñ äðóãîé èõ íîìåð, ò.å. ÷èñëà èç áîëüøîãî

êîëüöà âû÷åòîâ (ïîñìîòðèòå íà ïðèìåð 12). Åñëè òåïåðü

ïðîèçâîäèòü âñÿêèå òàì àðè�ìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ ÷èñ-

ëàìè èç áîëüøîãî êîëüöà âû÷åòîâ, òî ëþäè ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû ñòåêëÿííîé ñòåíû áóäóò äóìàòü, ÷òî ýòè äåéñòâèÿ

ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïàðàìè ÷èñåë ¾ïîêîîðäèíàòíî¿.

Ïðèìåð 13. Âû÷èñëèì 2 + 3 â Z12 è âû÷èñëèì ïîêîîð-

äèíàòíî (2, 2) + (0, 3) â âåëîñèïåäèêå (ñì. ïðèìåð 12). Íà

îäíîé ñòîðîíå ñòåêëÿííîé ñòåíû áóäåò 2+3=5, íà äðóãîé
(2, 2)+ (0, 3)= (2+0, 2+3)= (2, 1). Íî ó êàðòî÷êè ñ ïàðîé
÷èñåë (2, 1) íà äðóãîé ñòîðîíå êàê ðàç è íàïèñàíî 5.

Ïðèìåð 14. Âû÷èñëèì 32 â Z12 è âû÷èñëèì ïîêîîðäèíàò-

íî (0, 3) · (0, 3) â âåëîñèïåäèêå (è îïÿòü ñì. ïðèìåð 12). Íà
îäíîé ñòîðîíå äîñêè áóäåò 3 ·3=9, íà äðóãîé (0, 3) · (0, 3)=
= (0 · 0, 3 · 3)= (0, 1). Íî ó êàðòî÷êè ñ ïàðîé ÷èñåë (0, 1) íà
äðóãîé ñòîðîíå êàê ðàç è íàïèñàíî 9.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó âîò íàáëþäåíèþ, àëãîðèòì èçâëå÷åíèÿ

êîðíÿ èç ðàçäåëà 1.5 (ñòð. 3) ìîæíî ïðèìåíÿòü â êîëüöàõ

âû÷åòîâ Zp·q, ãäå p è q ïðîñòûå ÷èñëà. È ñåé÷àñ âû óçíàåòå

1.6.1 Êàê èçâëåêàòü êîðíè â Zp·q

1. Ìûñëåííî ñòðîèì òàáëèöó ñîîòâåòñòâèé ìåæäó Zp·q è
¾âåëîñèïåäèêîì¿ ñî çâåçäî÷êàìè Zp è Zq.

2. Èùåì â ýòîé òàáëèöå ïàðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàøåìó

÷èñëó.

3. Âìåñòî èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ èç ÷èñëà â áîëüøîì êîëüöå

âû÷åòîâ, áóäåì äâà ðàçà èçâëåêàòü êîðåíü èç äâóõ ÷è-

ñåë â äâóõ ìàëåíüêèõ êîëüöàõ âû÷åòîâ. Ýòî ìîæíî è

íóæíî äåëàòü ïî àëãîðèòìó èç ðàçäåëà 1.5.1 (ñòð. 3)

òàê êàê p è q ïðîñòûå ÷èñëà.

4. Ïîòîì îïÿòü ïîñìîòðèì â òàáëèöó è íàéäåì ÷èñëî,

ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå ýòèõ ñàìûõ êîðíåé. Ýòî è áóäåò

îòâåò.

Ïðèìåð 15. ×èñëà 11 è 5 ïðîñòûå. Âîçüìèòå áîëüøîé-ïðå-
áîëüøîé ëèñò áóìàãè è çàïèøèòå íà íåãî òàáëèöó ñ 11 ·5=
= 55 ÷èñëàìè. Ó âàñ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ êàê-òî òàê: 0 −
− (0, 0), 1 − (1, 1), 2 − (2, 2), . . . 5 − (5, 0), 6 − (6, 1), . . .
11− (0, 1), 12− (1, 2), . . . 54− (10, 4).

×èñëî 3 âçàèìíî ïðîñòî ñ 10=11−1 è 4=5−1, òàê ÷òî
èçâëå÷ü êîðåíü 3 ñòåïåíè ó íàñ ïîëó÷èòñÿ. Âîçüìåì ïåðâîå

4

Ïî íàó÷íîìó ýòî íàçûâàåòñÿ ¾èçîìîð�èçì¿.

ïîïàâøååñÿ ÷èñëî, íàïðèìåð, 53. Ïîñìîòðåâ â áîëüøóþ

òàáëèöó, óâèäèì, ÷òî ÷èñëó 53 ñîîòâåòñòâóåò ïàðà (9, 3).
Òåïåðü áóäåì äâà ðàçà èçâëåêàòü êîðåíü, òàê, êàê ýòî

ñäåëàíî â ïðèìåðå 11 (ñòð. 3). Åñëè âû âñå ñäåëàåòå ïðà-

âèëüíî, òî ó âàñ ïîëó÷èòñÿ:

3
√

9 = 4 â Z11 è
3
√

3 = 2 â Z5.

(Â ýòîì ìåñòå æåëàòåëüíî ñäåëàòü ïðîâåðêó: 43 = 16 · 4 =
= 5 · 4 = 20 = 9 â Z11 è 23 = 8 = 3 â Z5).

È îïÿòü ïîñìîòðåâ â òàáëèöó, óâèäèì, ÷òî ïàðå (4, 2)
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî 37. Íà âñÿêèé ñëó÷àé ñäåëàåì ïðî-

âåðêó (ñì. óïð. 6 (ñòð. 5)): ñîñ÷èòàâ íà êàëüêóëÿòîðå

(37 · 37 · 37 − 53)/55, îáíàðóæèì, ÷òî ïîëó÷èëîñü öåëîå

÷èñëî. Çíà÷èò, âñå ïðàâèëüíî.

Âåðîÿòíî, âàì íå ïîíðàâèëîñü ðèñîâàíèå ãèãàíòñêèõ

òàáëèö, è ñåé÷àñ âû óçíàåòå,

1.6.2 Êàê îáîéòèñü áåç òàáëèöû

Èòàê, ó íàñ åñòü ¾âåëîñèïåäèê¿ èç ZA è ZB . Çàìåòèì, ÷òî
âûïèñûâàíèå ïàð ÷èñåë ïî ïîðÿäêó åñòü íå ÷òî èíîå, êàê

íàìàòûâàíèå äâóõ âåðåâî÷åê íà äâà áðåâíà. Òàê ÷òî ïàðà

(a, b), ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîëüøîìó ÷èñëó D, åñòü ïðîñòî

îñòàòêè îò äåëåíèÿ.{
a = D%A
b = D%B.

È äåéñòâèòåëüíî, 53%11=9 è 53%5=3. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó

íåñêîëüêî ñëîæíåå.

Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ åñòü ïàðà ÷èñåë (a, b) â ¾âåëîñèïå-
äèêå¿ èç ZA è ZB , è íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî x èç áîëüøî-
ãî êîëüöà âû÷åòîâ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ýòîé ïàðå, ò.å.

íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{
a = x%A
b = x%B.

Âñïîìíèì, ÷òî òàêîå îñòàòîê îò äåëåíèÿ{
x = A · α+ a
x = B · β + b

è ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé

A · α+ a=B · β + b.

ßñíî, ÷òî åñëè ìû íàéäåì α èëè β, òî íàéäåì è x. Ïåðå-
íåñåì íåèçâåñòíûå âëåâî è èçâåñòíûå âïðàâî

A · α+B · (−β) = b− a.

Îé, ýòî æå ïî÷òè ÷òî ñîîòíîøåíèå Áåçó! (ñì. ðàçäåë 2.2

(ñòð. 5)). Íó òåïåðü óðàâíåíèå ëåãêî ðåøèòü.

Ïðèìåð 16. Ïóñòü ó íàøåãî âåëîñèïåäèêà çâåçäî÷êè ñ 11
è 5 çóá÷èêàìè, è íàì íàäî íàéòè ñîîòâåòñòâèå ïàðå (9, 3).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò òàêàÿ{

9 = x%11
3 = x%5,

ïîòîì òàêàÿ {
x = 11 · α+ 9
x = 5 · β + 3

(1)

è óðàâíåíèå ïîëó÷èòñÿ òàêîå

11 · α+ 5 · (−β) = 3− 9 =−6. (2)

Íàéäåì ñîîòíîøåíèå Áåçó (ñì. ðàçäåë 2.4 (ñòð. 6))

11 · (1) + 5 · (−2) = 1.
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Ïðèñìîòðåâøèñü ê öè�åðáëàòèêó, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà íàõîäÿòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ

(îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè) ñòîðîíàõ. Íàïðîòèâ 2 íàõîäèò-
ñÿ 10, è äåéñòâèòåëüíî, 2 + 10 = 0 (â Z12).

Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ êàê áû ëèøíÿÿ, ïîòîìó ÷òî å¼

ìîæíî çàìåíèòü íà ïðèáàâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî, äëÿ

äåìîíñòðàöèè ÷åãî è ïðèâåäåí

Ïðèìåð 5. Â íîðìàëüíûõ ÷èñëàõ −3 ïðîòèâîïîëîæíî 3,
è ýòî çíà÷èò, ÷òî âû÷èòàíèå x − 3 ìîæíî çàìåíèòü íà

ñëîæåíèå x + (−3). Àíàëîãè÷íî â íåíîðìàëüíûõ ÷èñëàõ:

òàê êàê 7 + 5 = 0 (â Z12), âû÷èòàíèå ìîæíî çàìåíèòü

íà ñëîæåíèå: 3 − 7 = 3 + 5 = 8. Ïðîâåðÿåì ñëîæåíè-

åì: 8 + 7 = 15 = 12 + 3 = 3.

Óïðàæíåíèå 1. �åøèòü óðàâíåíèå x+ 3 = 2 â Z5.

1.3 Äåëåíèå

Äåëåíèå � ýòî îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê óìíîæåíèþ. Ïîñêîëü-

êó â Z12 âåðíî ðàâåíñòâî 4 ·5=8, òî 8/5=4. Äåëèòü ÷èñëà
òàê, êàê ìû ðàíüøå óìíîæàëè è ñêëàäûâàëè, ò.å. ¾ïîäå-

ëèòü íà âåðåâî÷êå è íàìîòàòü¿, (êàê â ïðèìåðå 4 (ñòð. 1)),

ê ñîæàëåíèþ, íåâîçìîæíî. 8/5= 1.6 è íà 4 ñîâåðøåííî íå
ïîõîæå.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ñ ¾÷åðòî÷êîé¿, ó ìàòåìàòèêîâ

åñòü òðè âèäà ¾ïîäåëèòü¿:

1. Îáû÷íîå äåëåíèå, íà êàëüêóëÿòîðå ýòî êíîïî÷êà

ñïðàâà.

2. Íàõîæäåíèå îáðàòíîãî. Îáîçíà÷àåòñÿ x−1
. Íà êàëü-

êóëÿòîðå îáîçíà÷àåòñÿ 1/x èëè x−1
.

3. ¾Çàïÿòàÿ¿ íà èíäèêàòîðå êàëüêóëÿòîðà, ÷òî, êàê âû,

íàâåðíîå, ïîìíèòå, îçíà÷àåò íåñêîëüêî ðàç ïîäåëèòü

íà 10.

Íàïîìíèì íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òî îäíî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ

îáðàòíûì ê äðóãîìó, åñëè èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1, è âìå-
ñòî äåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü óìíîæåíèå íà îáðàòíîå

÷èñëî.

Ïðèìåð 6. Â îáû÷íûõ ÷èñëàõ 2 · 0.5 = 1, ò.å. 2 îáðàòíî

ê 0.5 è 0.5 îáðàòíî ê 2. È òåïåðü ìîæíî äåëèòü óìíîæå-

íèåì: a/2 = a · 0.5 è a/0.5 = a · 2.
Ïðèìåðíî òàê ìû è áóäåì äåëèòü â êîëüöå âû÷åòîâ.

Ïðèìåð 7. Ïðîèçâåäåíèå 3 ·4=12=11+1 ò.å. 3 ·4=1 â Z11.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû âíåçàïíî íàó÷èëèñü äåëèòü íà 3 è íà 4
â Z11: 2/3=2 · 4=8, 2/4=2 · 3=6, 5/3=5 · 4=20=9 è ò.ä.

Ñ îáðàòíûìè ÷èñëàìè â êîëüöàõ âû÷åòîâ âñ¼ íå ïðîñòî.

Ïðèìåð 8. Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå â Z6, äëÿ ýòîãî ïå-

ðåìíîæèì âñåâîçìîæíûå ÷èñëà (êðîìå 1 è 0): 2 · 2 = 4,
2·3=6=0, 2·4=8=6+2=2, 2·5=10=6+4=4, 3·3=9=6+3=3,
3·4=12=6·2+0=0, 3·5=15=6·2+3=3, 4·4=16=6·2+4=4,
4 · 5 = 20 = 6 · 3 + 2 = 2, 5 · 5= 25= 6 · 4+ 1= 1.

Êàê âèäèòå, íå ó âñåõ ÷èñåë åñòü îáðàòíîå (5 îáðàòíî 5,
íî ó äðóãèõ ÷èñåë îáðàòíîãî íåò), äà è ó òåõ, ó êîòîðûõ

åñòü, ñîâåðøåííî íå ÿñíî, êàê ýòî ñàìîå îáðàòíîå íàõî-

äèòü.

Ïîíÿòíî, ÷òî íàõîäèòü îáðàòíîå òóïûì ïåðåáîðîì

ìîæíî â ìàëåíüêèõ êîëüöàõ âû÷åòîâ, íî íåëüçÿ â

áîëüøèõ. Â ïîïóëÿðíîì â êðèïòîãðà�è÷åñêèõ êðóãàõ

Z
ñòîçíà÷íîå ÷èñëî

, ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ (êàê ïîêàçàíî

â ðàçäåëå 3.2 (ñòð. 7)) âîîáùå íèêîãäà íå íå çàêîí÷èòñÿ.

Ñåé÷àñ âû óçíàåòå äîñòàòî÷íî áûñòðûé

1.3.1 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî â êîëüöå

âû÷åòîâ

Îí îñíîâàí íà ñîîòíîøåíèè Áåçó, ïðî êîòîðîå ìîæíî (è

íóæíî) ïî÷èòàòü â ðàçäåëå 2.2 (ñòð. 5).

Ïðåäïîëîæèì, íåêòî çàñòàâëÿåò íàñ íàéòè A−1
â êîëü-

öå âû÷åòîâ ZN . Çàñòàâèì êîãî-íèáóäü (êòî óæå ïðî÷èòàë

ðàçäåë 2.2 (ñòð. 5)) íàéòè äëÿ íàñ ÷èñëà u è v â ñîîòíîøå-
íèè Áåçó

A · u+N · v =ÍÎÄ(A,N).

Íàì íóæíî òî ñîîòíîøåíèå, â êîòîðîì ÷èñëî u ïîëîæè-

òåëüíîå è v îòðèöàòåëüíîå (ñì. óòâåðæäåíèå 6 (ñòð. 6)).

Åñëè ÍÎÄ ïîëó÷èëñÿ íå 1, òî ýòî õîðîøî, îáðàòíîãî íå

ñóùåñòâóåò. Òàê ýòîìó Íåêòó è ãîâîðèì, è èäåì îòäûõàòü.

Åñëè ÍÎÄ ðàâåí 1, òî ýòî ïëîõî, ïðèäåòñÿ ñ÷èòàòü äàëü-
øå. Ïðåîáðàçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå Áåçó

A · u+N · v = 1

â ðàâåíñòâî

A · u=N · (−v) + 1.

Îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî ñëåâà óìíîæåíèå äâóõ ÷èñåë, à ñïðà-

âà �îðìóëà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Âîò ìû è íàøëè îáðàòíîå,

ýòî áóäåò u.

Ïðèìåð 9. Íàéäåì 3−1
â Z11. Íàì ïðèíåñóò 3·4+11·(−1)=

= 1. Äåëàåì âûâîä: 3−1 = 4. Äåëàåì ïðîâåðêó: 3 · 4 = 12 =
= 11 + 1.

Àõ äà, åñëè òîò ñàìûé êòî-íèáóäü ïðèíåñ íàì ñîîòíî-

øåíèå Áåçó ñî ñëèøêîì áîëüøèìè ÷èñëàìè, (íàïðèìåð

3 · 15+ 11 · (−4) = 1), òî ïðèäåòñÿ ýòî îáðàòíîå ¾íàìîòàòü
íà áðåâíî¿ (15 = 11 + 4 = 4 â Z11), ÷òîáû îíî ïîìåùàëîñü

â êîëüöî âû÷åòîâ.

Óïðàæíåíèå 2. �åøèòü óðàâíåíèå 33 · x+25= 0 â êîëüöå
âû÷åòîâ Z41.

1.4 Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü � ýòî ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå, êàê

âñå çíàþò. Òàêæå âñå çíàþò, ÷òî âîçâîäèòü â áîëüøóþ ñòå-

ïåíü íåò ñìûñëà, ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî, êîòî-

ðîå íè â êàêîé êîìïüþòåð íå ïîìåñòèòñÿ. Íî â êîëüöå âû-

÷åòîâ ñëèøêîì áîëüøèõ ÷èñåë íå áûâàåò. Èáî äàæå ñòî-

çíà÷íîå ÷èñëî â ñòîçíà÷íîé ñòåïåíè â ñòîçíà÷íîì êîëüöå

âû÷åòîâ � âñåãî ëèøü ñòîçíà÷íîå ÷èñëî, è îíî ïî÷òè â

ëþáîì êîìïüþòåðå ïîìåùàåòñÿ. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ïðî-

äåëàòü ñòîçíà÷íîå ÷èñëî óìíîæåíèé íåâîçìîæíî. (Ïðî ýòî

íàïèñàíî â ðàçäåëå 3.2 (ñòð. 7)). Îêàçûâàåòñÿ, åñòü áîëåå

1.4.1 Áûñòðûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî èäåþ íà ïðèìåðå: x6=x ·x ·x ·x ·x ·x,
ò.å. ïÿòü óìíîæåíèé. Íî åñëè ñõèòðèòü: x6 = (x3)2 =
= (((x2) · x)2), òî ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî òðè óìíîæåíèÿ.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òðè íå íàìíîãî ëó÷øå ÷åì ïÿòü,

íî ïðè áîëüøèõ ñòåïåíÿõ ðàçíèöà ñòàíîâèòñÿ âïå÷àòëÿþ-

ùåé, x1024 ìîæíî ñîñ÷èòàòü çà 1023 óìíîæåíèÿ, à ìîæíî
âñïîìíèòü, ÷òî 1024 = 210, è ñîñ÷èòàòü çà äåñÿòü âîçâåäå-

íèé â êâàäðàò.

Ïîãóãëèâ â Âèêèïåäèè

1

, ìîæíî óçíàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî

óìíîæåíèé ïðè ýòîì áûñòðîì âîçâåäåíèè â ñòåïåíü íå áî-

ëåå ÷åì â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äëèíà äâîè÷íîé çàïèñè ñòå-

ïåíè. Ñòîçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî � ýòî íå áîëåå ÷åì 400

1

Àëãîðèòìû áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.
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