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1 Âû÷èñëåíèÿ â êîëüöå âû÷åòîâ

Êàê èçâåñòíî, îáû÷íûå ÷èñëà � ýòî òàêàÿ ëèíåå÷êà ñ

äåëåíèÿìè. Â îáû÷íûõ ÷èñëàõ åñòü ïåðâè÷íàÿ îïåðàöèÿ

¾ïëþñ îäèí¿, èëè ¾íà îäíî äåëåíèå âïðàâî¿, è âòîðè÷-

íûå � ñëîæåíèå, óìíîæåíèå è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Âòî-

ðè÷íûå îíè ïîòîìó, ÷òî ñëîæåíèå ýòî ìíîãîêðàòíîå ¾ïëþñ

îäèí¿, óìíîæåíèå � ìíîãîêðàòíîå ñëîæåíèå, è âîçâåäåíèå

â ñòåïåíü � ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå.

Îáû÷íûå ÷èñëà � ýòî î÷åíü ïðîñòî, è ïîýòîìó äëÿ íóæä

êðèïòîãðà�èè èçîáðåëè ¾íåíîðìàëüíûå ÷èñëà¿, â êîòî-

ðûõ âñ¼ ñëîæíî.

Íåíîðìàëüíûå ÷èñëà � ýòî òàêîé ¾öè�åðáëàòèê¿, ò.å.

ëèíåå÷êà, çàãíóòàÿ â êîëüöî.

Ïðèìåð 1. Íà îáûêíîâåííûõ ÷àñàõ ñî ñòðåëêîé 12 äåëå-

íèé, òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ 12 ÷èñåë. Íåíîðìàëüíûå

êðèïòîãðà�û íóìåðóþò èõ òàê: 0, 1, 2, . . . , 11. (À íå 1,
2, . . . , 12, êàê âñå íîðìàëüíûå ëþäè).

Ýòîò ¾öè�åðáëàòèê¿ íàçûâàåòñÿ êîëüöî âû÷åòîâ ñ 12
÷èñëàìè èëè Z12. �àçìåðû ¾öè�åðáëàòèêà¿ ìîãóò áûòü

ðàçíûìè, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçíûõ ñèñòåì íåíîðìàëü-

íûõ ÷èñåë.

1.1 Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå

Àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ íåíîðìàëüíûìè ÷èñëàìè â

ïðèíöèïå òàêèå æå, íî ïåðâè÷íàÿ îïåðàöèÿ ¾ïëþñ îäèí¿

çàöèêëèâàåòñÿ, ò.å. 11 ¾ïëþñ îäèí¿ áóäåò 0. Îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îïðåäåëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ÷èñëàì.

Ïðèìåð 2. 10 + 5=ïÿòü ðàç ¾ïëþñ îäèí¿ ïîñëå äåñÿòè.

Ñ÷èòàåì ïàëü÷èêîì ïî öè�åðáëàòèêó: 11, 0, 1, 2, 3. Ïîëó-
÷àåòñÿ 10 + 5 = 3 â íåíîðìàëüíûõ ÷èñëàõ Z12.

Ïðèìåð 3. 103 ýòî 10 · 10 · 10. Â ñâîþ î÷åðåäü 10 · 10 ýòî

10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10. È â ñâîþ

î÷åðåäü 10 + 10 ýòî (ñ÷èòàåì ïàëü÷èêîì) 11, 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8. Ò.å. 10 + 10 = 8. Ïðîäîëæàÿ ñ÷èòàòü ïàëü÷èêîì,
êîãäà-íèáóäü íàéäåì 103.

Ýòè æå äåéñòâèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòî-

ðà. Ïðåäñòàâèì ñåáå îáûêíîâåííûå ÷èñëà â âèäå âåð¼âî÷-

êè ñ óçåëêàìè, à öè�åðáëàò â âèäå áðåâíà ñ îáõâàòîì ¾12
óçåëêîâ¿. Òåïåðü âû÷èñëÿòü ìîæíî òàê: ñíà÷àëà îòñ÷èòû-

âàåì óçåëêè íà âåð¼âêå, çàòåì íàìàòûâàåì å¼ íà áðåâíî è

ñìîòðèì, êàêîé õâîñòèê îñòàëñÿ.

Ïðèìåð 4. 103 ìîæíî ñîñ÷èòàòü íà êàëüêóëÿòîðå, ïîëó-

÷èòñÿ 1000 (ò.å âåðåâî÷êà, íà êîòîðîé òûñÿ÷à óçåëêîâ).

Íàìàòûâàåì: 1000 ïîäåëèòü íà 12 (ìîæíî íà êàëüêóëÿ-

òîðå) áóäåò 83 ñ ìåëî÷üþ, ò.å. 83 ïîëíûõ îáîðîòà è õâî-

ñòèê. 83 ïîëíûõ îáîðîòà ïî 12 óçåëêîâ áóäåò 996, ò.å. íà
õâîñòèê îñòàåòñÿ 4 óçåëêà. Âîò ìû è ñîñ÷èòàëè, 103 = 4 â
íåíîðìàëüíûõ ÷èñëàõ Z12.

Êñòàòè, òî, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî ïðîäåëàëè, íàçûâàåòñÿ

äåëåíèå ñ îñòàòêîì. (ñì. ðàçäåë 2.1 (ñòð. 5)). Â ðàâåíñòâå

1000=12·83+4 ÷èñëî 1000� äåëèìîå, 12 � äåëèòåëü, 83 �
÷àñòíîå è 4 � îñòàòîê. Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

èç ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî 1000%12=4.

1.2 Âû÷èòàíèå

Íàïîìíèì, ÷òî âû÷èòàíèå � ýòî îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê ñëî-

æåíèþ, ò.å. a− b= c ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è a= c+ b.
Íåìíîãèå çíàþò, ÷òî ¾÷åðòî÷êà¿ â ìàòåìàòèêå îáîçíà-

÷àåò òðè ðàçíûõ âåùè:

1. Âû÷èòàíèå, ò.å îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê ñëîæåíèþ.

2. ×àñòü ÷èñëà. Îáû÷íûõ ÷èñåë èíîãäà íå õâàòàåò, è ëþ-

äè ïðèäóìàëè ðàñøèðåíèå � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ê

ñîæàëåíèþ, áåäíûå íà �àíòàçèþ ìàòåìàòèêè îáîçíà-

÷àþò èõ ïîñðåäñòâîì ïðèðèñîâûâàíèÿ ÷åðòî÷êè ïå-

ðåä ÷èñëîì.

3. Îïåðàöèþ âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà. Íàïîì-

íèì, ÷òî äâà ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè,

åñëè èõ ñóììà ðàâíà 0. Êàê èçâåñòíî, 3 + (−3) = 0, è
ýòî çíà÷èò, ÷òî 3 ïðîòèâîïîëîæíî −3 è −3 ïðîòèâî-
ïîëîæíî 3.

Ïðèñìîòðåâøèñü ê êàëüêóëÿòîðó ñ êíîïî÷êàìè, ìîæíî

îáíàðóæèòü òàì òðè ¾ìèíóñà¿: îäèí ñïðàâà â ñåðåäèíå,

âòîðîé îáû÷íî âíèçó ñëåâà, è òðåòèé ïîÿâëÿåòñÿ íà èíäè-

êàòîðå ïðè ïîÿâëåíèè òàì îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.

Â íåíîðìàëüíûõ ÷èñëàõ âñ¼ íåìíîãî íå òàê. Ïðîòèâîïî-

ëîæíûå ÷èñëà òàì óæå åñòü èçíà÷àëüíî, òàê ÷òî ïðèðèñî-

âûâàòü ÷åðòî÷êó ê ÷èñëó íå íóæíî: 7+5=0 â Z12 ò.å. 7 �
÷èñëî ïðîòèâîïîëîæíîå ê 5, à 5� ÷èñëî ïðîòèâîïîëîæíîå

ê 7.
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çíà÷íîå äâîè÷íîå è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòî-

çíà÷íóþ ñòåïåíü íóæíî ñäåëàòü íå áîëåå 800 óìíîæåíèé.
Ïî÷òè ëþáîé êîìïüþòåð ñ ýòèì ëåãêî ñïðàâèòñÿ.

1.5 Èçâëå÷åíèå êîðíÿ

Â îáû÷íûõ ÷èñëàõ êîðåíü èçâëåêàþò ìåòîäîì ïîëîâèí-

íîãî äåëåíèÿ

2

. Ïîñêîëüêó â êîëüöå âû÷åòîâ ñëîâà ¾îäíî

÷èñëî ïðàâåå äðóãîãî¿ íå èìåþò ñìûñëà, òî è ìåòîä ïî-

ëîâèííîãî äåëåíèÿ íå ðàáîòàåò. Åñòü ëè äðóãèå ìåòîäû

èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ (êðîìå òóïîãî ïåðåáîðà, êîíå÷íî)?

Ýòî ñëîæíûé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé ïîêà íå íàéäåí.

Íî â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ òàêîé àëãîðèòì ñó-

ùåñòâóåò, è ïðî íåãî âû ñåé÷àñ ïðî÷èòàåòå.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íè

íà ÷òî íå äåëèòñÿ (êðîìå 1 è ñàìîãî ñåáÿ). Òàê âîò, åñ-

ëè â êîëüöå âû÷åòîâ êîëè÷åñòâî ÷èñåë ïðîñòîå ÷èñëî (Z2,

Z3, Z5, Z7, . . . ), òî ó òàêîãî êîëüöà âû÷åòîâ ïîÿâëÿþò-

ñÿ íåêîòîðûå ïðèÿòíûå ñâîéñòâà. Íàïðèìåð, ó âñåõ ÷èñåë

(êðîìå 0) åñòü îáðàòíîå (ñì. ðàçäåë 1.3.1 (ñòð. 2)), åñëè

ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë ðàâíî 0, òî îäíî èç íèõ 0 (íî

â Z6, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 8 (ñòð. 2), ýòî íå òàê), è åùå

êîå ÷òî. Íî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü

Óòâåðæäåíèå 1 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Åñëè p ïðî-

ñòîå ÷èñëî, òî â Zp, äëÿ âñåõ ÷èñåë x èç Zp (êðîìå 0),
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x(p−1) = 1.

Ïðèìåð 10. Â Z3 âûïîëíÿåòñÿ: 12 = 1, 22 = 4 = 3 + 1 = 1.
Â Z5 âûïîëíÿåòñÿ: 14=1, 24=16=15+1=1, 34=(32)2=

= 42 = 1, 44 = (42)2 = 12 = 1.
Íî â Z4 íå âûïîëíÿåòñÿ: 2

3 = 8= 0 , 33 = 9 · 3 = 1 · 3 = 3.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñàìîìó Ôåðìà, ó íàñ åñòü

1.5.1 Àëãîðèòì èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ â â Zp, åñëè

p ïðîñòîå

Îí ðàáîòàåò â äâà øàãà: ïðåäïîëîæèì, íåêòî äàë íàì çà-

äàíèå íàéòè

α
√
a= x â Zp.

1. Íàéäåì îáðàòíîå ê ñòåïåíè (ò.å. ê α) â Zp−1 (âíèìà-

íèå, òàì íàïèñàíî íà åäèíèöó ìåíüøå). Åñëè îáðàò-

íîãî íåò, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíÿòü

íåëüçÿ. Òàê ýòîìó Íåêòó è ãîâîðèì è èäåì îòäûõàòü.

Íî åñëè îáðàòíîå âñ¼-òàêè åñòü, ïðèäåòñÿ ïåðåõîäèòü

ê øàãó äâà.

2. Èòàê, ìû íàøëè îáðàòíîå ò.å. β ·α=1 â Zp−1. Òåïåðü,

âìåñòî èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè α, ìû áóäåì âîçâî-

äèòü a â ñòåïåíü β. (Âíèìàíèå, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò-
ñÿ îïÿòü â èñõîäíîì êîëüöå âû÷åòîâ Zp). Ñëåäóþùåå

ïðåäëîæåíèå âåñüìà âàæíî, è ïîýòîìó ìû ïîìåñòèì

åãî â ðàìî÷êó:

Îêàçûâàåòñÿ, aβ = x â Zp.

Íàïîìèíàåì, ÷òî ó íàñ åñòü (ñì. ðàçäåë 1.4) áûñòðûé

àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, åãî è ñëåäóåò ïðèìå-

íÿòü.

Ïðèìåð 11. Íàéäåì

3
√
4 â Z11.
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1. Íàéäåì 3−1
â Z10 òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàçäåëå 1.3

(ñòð. 2). Åñëè âû âñ¼ ñäåëàåòå ïðàâèëüíî, òî ó âàñ

ïîëó÷èòñÿ 3−1=7. Ïðîâåðèì íà âñÿêèé ñëó÷àé: 3 ·7=
= 21 = 10 · 2 + 1.

2. Âîçâîäèì 4 â ñåäüìóþ ñòåïåíü â Z11: 47=(42 · 4)2 · 4=
=(16 ·4)2 ·4=(5 ·4)2 ·4=202 ·4=92 ·4=81 ·4=4 ·4=16=5

Èòàê, îòâåò

3
√
4 = 5 â Z11.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó: 53 = 5 · 5 · 5 = 25 · 5 = 3 · 5 = 15 = 4.

�àçîáëà÷åíèå �îêóñà: íàì íóæíî, ÷òîáû xα = a â Zp.

Ó íàñ β · α = 1 â Zp−1, íà îáû÷íîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò,

÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàâåí 1, ò.å. âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
β · α= (p− 1) · t+ 1. Èòàê: xα = (aβ)α = aβ·α = a(p−1)·t+1 =
=(a(p−1))t ·a1. È, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà (óòâ. 1 (ñòð. 3)),
a(p−1) = 1 â Zp, è âñ¼ äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 3. Óáåäèòåñü, ÷òî â Z12 ýòîò àëãîðèòì íå

ðàáîòàåò (è íå äîëæåí, 12 íå ïðîñòîå ÷èñëî).

Êñòàòè, èç òåîðåìû 1 (ñòð. 3) ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2 (Ïðî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è p−1). Åñëè
äâà ÷èñëà (a è b) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà p−1 (ò.å.
a= b+α · (p−1)), òî â Zp (p � ïðîñòîå ÷èñëî) âîçâåäåíèå

â ñòåïåíü a è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü b ýòî îäíî è òî æå.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê xp−1 = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî: xa = xb+α·(p−1) = xb · (xp−1)α = xb · 1α = xb.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéäèòå 222222222222222222222222 â Z11.

Ìîæíî ëè ýòî âû÷èñëèòü áåç êàëüêóëÿòîðà è ïåðåðûâîâ

íà ñîí è åäó?

1.6 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ è èç-

âëå÷åíèå êîðíÿ

Êðîìå íîðìàëüíûõ ÷èñåë (â âèäå ëèíåå÷êè ñ äåëåíèÿìè)

è íåíîðìàëüíûõ êîëåö âû÷åòîâ (â âèäå öè�åðáëàòèêà),

ñóùåñòâóåò åùå áîëåå õèòðîå âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî

â âèäå ¾âåëîñèïåäèêà¿
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.

Ïðåäñòàâüòå ñåáå äâå çâåçäî÷êè, ñîåäèíåííûå öåïüþ

ïðèìåðíî êàê ó âåëîñèïåäà. Èõ âðàùåíèå ñèíõðîíèçèðî-

âàíî òàê, ÷òî ïîâîðîò íà îäèí çóá÷èê îäíîé çâåçäî÷êè

ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó íà îäèí çóá÷èê äðóãîé çâåçäî÷êè.

Íà çóáöàõ çâåçäî÷åê íàïèñàíû ÷èñëà ñîâñåì êàê ó êîëü-

öà âû÷åòîâ. Çâåçäî÷êè íà çàâîäå óñòàíîâëåíû â ïîëîæå-

íèå (0, 0), ò.å. ëåâàÿ çâåçäî÷êà â ïîëîæåíèè 0 è ïðàâàÿ

òîæå â ïîëîæåíèè 0.
Îïåðàöèÿ ¾ïëþñ îäèí¿ â ýòîì ¾âåëîñèïåäèêå¿ � ýòî ïî-

âîðîò îáåèõ çâåçäî÷åê íà îäèí çóá÷èê. Åñëè äåëàòü ¾ïëþñ

îäèí¿ íåñêîëüêî ðàç, òî ïîëîæåíèå çâåçäî÷åê áóäåò ìå-

íÿòüñÿ: (1, 1), (2, 2), . . . Äàëüøå âñ¼ çàâèñèò îò ðàçìåðîâ

çâåçäî÷åê, åñëè îíè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, òî íè÷åãî èíòå-

ðåñíîãî ïðîèñõîäèòü íå áóäåò, ïîëó÷èòñÿ îáû÷íîå êîëüöî

âû÷åòîâ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ. Íî åñëè èõ ðàçìåðû ðàçíûå,

òî ïîëó÷èòñÿ ïðèìåðíî òàê:

Ïðèìåð 12. Ïóñòü, äëÿ ïðèìåðà, íà ëåâîé çâåçäî÷êå òðè

çóáöà, à íà ïðàâîé ÷åòûðå. Òîãäà ïîëîæåíèÿ çâåçäî÷åê

áóäóò ìåíÿòüñÿ òàê: 0− (0, 0), 1− (1, 1), 2− (2, 2), 3− (0, 3),
4− (1, 0), 5− (2, 1), 6− (0, 2), 7− (1, 3), 8− (2, 0), 9− (0, 1),
10− (1, 2), 11− (2, 3). È ïîòîì îïÿòü (0, 0), (1, 1), . . .

Ïðèñìîòðåâøèñü, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çâåçäî÷êè ïðî-

õîäÿò ÷åðåç âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè â ñòðàííîì ïîðÿä-

êå è ïîòîì âîçâðàùàþòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Îêàçû-

âàåòñÿ âåðíî
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Íå ïóãàéòåñü, ïî-íàó÷íîìó ýòî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

êîëåö âû÷åòîâ
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Åñëè åãî óìíîæèòü íà −6
11 · (1 · (−6)) + 5 · (−2 · (−6)) = 1 · (−6),

òî ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç ðàâåíñòâî (2)

11 · (−6) + 5 · (12) =−6.
Óïñ. Íå ïîëó÷àåòñÿ. α è β ïîëó÷èëèñü îòðèöàòåëüíûìè.

Ïëîõî. ×òî æå äåëàòü?

Ïðèäóìàë! Íóæíî ïîïðîáîâàòü äðóãîå ñîîòíîøåíèå Áå-

çó, ñ äðóãèìè çíàêàìè. (Êàê åãî íàéòè, íàïèñàíî â óòâåð-

æäåíèè 6 (ñòð. 6)).

11 · (−4) + 5 · (9) = 1.

Óìíîæàåì íà −6
11 · (24) + 5 · (−54) =−6.

è ñðàâíèâàåì ñ �îðìóëîé 2. Âîò ìû è íàøëè, α= 24, β =
= 54. Ïîäñòàâèâ α = 24 â âåðõíåå óðàâíåíèå (1), íàéäåì

x=11·24+9=273. Ïîäñòàâèâ β=54 â íèæíåå óðàâíåíèå (1),
íàéäåì x = 5 · 54 + 3 = 273. Ñîâïàäàåò, ýòî õîðîøî. Áîëåå
òîãî, 273 = 55 · 4 + 53 = 53 â Z55, ñîâñåì êàê â ïðèìåðå 15

(ñòð. 4).

Óïðàæíåíèå 5. Óáåäèòåñü, íå çàãëÿäûâàÿ â òàáëèöó, ÷òî

â ïðèìåðå 15 ïàðå (4, 2) äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñ-
ëî 37.

1.7 RSA, Ýëü��àììàëü è ìèëëèîíåð, íî

ñîöèàëèñò

Ïîãóãëèâ ýòó àáðàêàäàáðó, âû ïîãðóçèòåñü â çàãàäî÷íûé

ìèð ñîâðåìåííîé êðèïòîãðà�èè, è ñ óäèâëåíèåì îáíàðó-

æèòå, ÷òî âàì ïî÷òè âñ¼ ïîíÿòíî!

Ñåêðåòíûé êëþ÷ â RSA � ýòî äâà ïðîñòûõ ÷èñëà

(äîñòàòî÷íî áîëüøèõ, ñòîçíà÷íûõ íàïðèìåð), ïóáëè÷íûé

êëþ÷ � ýòî èõ ïðîèçâåäåíèå, øè�ðîâàíèå � ýòî âîçâå-

äåíèå ñîîáùåíèÿ â ñòåïåíü (îáû÷íî â òðåòüþ) â êîëüöå

âû÷åòîâ, à äåøè�ðîâàíèå � ýòî èçâëå÷åíèå êîðíÿ, ïðî

êîòîðîå âû òîëüêî ÷òî ïðî÷èòàëè â ðàçäåëå 1.6.

È äàæå çàãàäî÷íûå ¾Ñõåìà Ýëü��àìàëÿ¿ è çàäà÷à ìèë-

ëèîíåðà�ñîöèàëèñòà
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ïîêàæóòñÿ íå òàêèìè óæ è íåïîíÿò-

íûìè ïîñëå ÷òåíèÿ ðàçäåëà 1.3.1 (ñòð. 2) ïðî îáðàòíûå

÷èñëà è 1.4.1 (ñòð. 2) ïðî áûñòðîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

2 Òåîðèÿ ÷èñåë

Èç ýòîé ãëàâû âû óçíàåòå êîå-÷òî ïðî öåëûå ÷èñëà. Íàïîì-

íèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà ýòî . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . . , è
èõ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê î÷åíü î÷åíü äëèííóþ ëè-

íåå÷êó ñ äåëåíèÿìè. Íà ýòèõ ÷èñëàõ åñòü ïåðâè÷íàÿ îïå-

ðàöèÿ ¾ïëþñ îäèí¿ èëè ¾íà îäíî äåëåíèå âïðàâî¿, è âòî-

ðè÷íûå � ñëîæåíèå, óìíîæåíèå è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

Âòîðè÷íûå îíè ïîòîìó, ÷òî ñëîæåíèå ýòî ìíîãîêðàòíîå

¾ïëþñ îäèí¿, óìíîæåíèå � ìíîãîêðàòíîå ñëîæåíèå, è âîç-

âåäåíèå â ñòåïåíü � ìíîãîêðàòíîå óìíîæåíèå. Êðîìå ýòî-

ãî, ó âûøåïåðå÷èñëåííûõ îïåðàöèé åñòü îáðàòíûå: âû÷è-

òàíèå, äåëåíèå è èçâëå÷åíèå êîðíÿ, âïðî÷åì, âñ¼ ýòî âû,

âåðîÿòíî, ïðîõîäèëè â øêîëå.
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ialist millionaires¿, íà ðóññêèé ÿçûê ýòó ñòà-

òüþ â Âèêèïåäè ïîêà íèêòî íå ñîèçâîëèë ïåðåâåñòè.
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2.1 Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïðîõîäÿò â øêîëå. Íàïîìíèì, ÷òî ðà-

âåíñòâî âèäà

A=B · C +R

íàçûâàåòñÿ äåëåíèåì ÷èñëà A íà ÷èñëî B ñ îñòàòêîì. Òî÷-

íåå, A � äåëèìîå, B � äåëèòåëü, C � ÷àñòíîå è R � îñòà-

òîê. Îñòàòîê (ò.å. R) äîëæåí áûòü ìåíüøå ÷àñòíîãî (ò.å.

B), èíà÷å íåùèòîâî.
Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàìàòûâà-

íèå âåðåâî÷êè äëèíîé A íà áðåâíî ñ îáõâàòîì B. Ïîëó-
÷èòñÿ C ïîëíûõ îáîðîòîâ è ¾õâîñòèê¿ R.

Ïðèìåð 17. Åñëè âåðåâî÷êó äëèíîé 7 íàìàòûâàòü íà áðåâ-
íî ñ îáõâàòîì 3, òî ïîëó÷èòñÿ äâà ïîëíûõ îáîðîòà è ¾õâî-
ñòèê¿ äëèíû 1. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü �îðìóëîé 7=3 ·2+1,
èëè ñêàçàòü, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ 7 íà 3 ðàâåí 1.

Â äàëüíåéøåì, íàì îñîáåííî ÷àñòî ïðèäåòñÿ íàõîäèòü

îñòàòîê îò äåëåíèÿ, è ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

îáîçíà÷åíèåì èç ïîïóëÿðíîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

A%B =R.
Ïðè íàõîæäåíèè îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà îáûêíîâåííîì

êàëüêóëÿòîðå ïðèõîäèòñÿ çàïèñûâàòü öåëóþ ÷àñòü ÷àñòíî-

ãî íà áóìàæêó è ïîòîì ââîäèòü îáðàòíî â êàëüêóëÿòîð. È

ýòî íåóäîáíî. Íî çàòî ïðîâåðêó ìîæíî äåëàòü íå îòðûâàÿ

ðóê îò êàëüêóëÿòîðà:

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà

A%B=R äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü (A−R)/B. Åñëè ïîëó÷à-
åòñÿ öåëîå ÷èñëî, òî âñ¼ â ïîðÿäêå, åñëè íå öåëîå, òî íå â

ïîðÿäêå.

Óïðàæíåíèå 7. Îïðåäåëèòå, êàêîå èç ðàâåíñòâ âåðíî,

íè÷åãî íå çàïèñûâàÿ íà áóìàæêó: 1234%567 = 100 èëè

1234%567= 101?

2.2 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è ñîîò-

íîøåíèå Áåçó

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ íà äðóãîå, åñëè

îíî äåëèòñÿ íàöåëî, ò.å. áåç îñòàòêà. Íàïðèìåð, 12 äåëèòñÿ
íà 4 (12/4 = 3) è íå äåëèòñÿ íà 5 (12/5 = 2.4). Òî ÷èñëî,

íà êîòîðîå äåëèòñÿ äðóãîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì.

Íàïðèìåð, 4 äåëèòåëü 12, íî 5 íå äåëèòåëü 12.
Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) � ýòî íàèáîëüøåå

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ îáùèì äåëèòåëåì (Êàïèòàí Î÷åâèä-

íîñòü îäîáðÿåò ýòî îïðåäåëåíèå).

Ïðèìåð 18. ×èñëî 12 äåëèòñÿ íà 1, 2, 3, 4, 6 è 12. ×èñëî
8 äåëèòñÿ íà 1, 2, 4 è 8. Òàêèì îáðàçîì, ÍÎÄ(12, 8) = 4.

Åñëè ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë ðàâåí 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè âçà-

èìíî ïðîñòû.

Ïîèñê ÍÎÄ òóïûì ïåðåáîðîì âîçìîæåí ó ìàëåíüêèõ

÷èñåë è íåâîçìîæåí ó áîëüøèõ. (Ïðî ýòî íàïèñàíî â ðàç-

äåëå 3.2 (ñòð. 7)). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè íàõîæäå-

íèè ÍÎÄ íóæíî èñêàòü ¾ñàìîå áîëüøîå èç âîçìîæíûõ¿,

òî âîçíèêàåò ¾ïðîáëåìà ïëîõîãî íà÷àëüíèêà¿, (ïðî íåãî

íàïèñàíî â ðàçäåëå 3.1 (ñòð. 7)), êîòîðóþ, â äàííîì ñëó-

÷àå, ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ Áåçó, è ñåé÷àñ

âû óçíàåòå, êàê ýòî ñäåëàòü.

Óòâåðæäåíèå 5. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ÍÎÄ(A,B)=N , òî

ìîæíî íàéòè ïàðó öåëûõ ÷èñåë u, v (îäíî èç íèõ îòðè-

öàòåëüíîå) òàêèõ, ÷òî

A · u+B · v =N.

Ýòî ðàâåíñòâî è íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå Áåçó.
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Â ïðîãðàììèðîâàíèè, ýòà öåïî÷êà ïîä÷èíåííûõ íàçû-

âàåòñÿ ñòåê âûçîâà �óíêöèè.

Âåðîÿòíî, ó âàñ íà êîíòðîëüíîé íå áóäåò ïîä ðóêîé ïîä-

÷èí¼ííîãî, è ïîýòîìó âàì ñàìîìó ïðèäåòñÿ áûòü ñâîèì

ïîä÷èí¼ííûì, äàâàòü çàäàíèÿ ñàìîìó ñåáå, à ñòåê âûçîâà

ïèñàòü íà áóìàæêå â ñòîëáèê.

Ïðèìåð 23. Íàéäåì ÷èñëà â ðàâåíñòâå Áåçó äëÿ 29 è 12.
Ïðîèçâîäÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì (29=12 ·2+5, 12=5 ·2+2),
ïîñòðîèì ñòåê:

29 · ( ) + 12 · ( )=

12 · ( ) + 5 · ( )=

5 · ( ) + 2 · ( )=

×èñëà 5 è 2 äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèå, è ïîíÿòíî, ÷òî èõ ÍÎÄ
ðàâåí 1, è ñîîòíîøåíèå Áåçó ïîëó÷èòñÿ òàêîå:

5 · (−1) + 2 · (3) = 1

Íà÷íåì çàïîëíÿòü ñòåê ñíèçó ââåðõ. Ïåðâûé øàã:

29 · ( ) + 12 · ( ) = 1

12 · ( ) + 5 · ( ) = 1

5 · (−1) + 2 · (3) = 1

Ïî �îðìóëå (3 (ñòð. 6)) íàéäåì ñîîòíîøåíèå Áåçó äëÿ 12
è 5:

12 · (3) + 5 · (−7) = 1

è çàïîëíèì ñëåäóþùóþ ñòðî÷êó â ñòåêå:

29 · ( ) + 12 · ( ) = 1

12 · (3) + 5 · (−7) = 1

5 · (−1) + 2 · (3) = 1

È, àíàëîãè÷íî, åùå îäíó ñòðî÷êó:

29 · (−7) + 12 · (17) = 1

12 · (3) + 5 · (−7) = 1

5 · (−1) + 2 · (3) = 1

Èòàê, ñîîòíîøåíèå Áåçó íàéäåíî: 29 · (−7) + 12 · (17) = 1.

(×èòåðñêàÿ ïîäñêàçêà: çàìåòèëè, êàê ÷èñëî èç âòîðîé

ñêîáêè ïåðåïîëçàåò â ïåðâóþ ñòðî÷êîé âûøå? Íó òàê ýòî

íå ñëó÷àéíîñòü, à �îðìóëà (3 (ñòð. 6)). È ÷èñëî âî âòîðîé

ñêîáêå ìîæíî íàõîäèòü, ïðîñòî ðåøàÿ óðàâíåíèå ñ îäíîé

ïåðåìåííîé).

Åñëè ìû ñîáèðàåìñÿ ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñî ñòî-

çíà÷íûìè ÷èñëàìè, òî íåïëîõî áû çàðàíåå ïðèêèíóòü ðàç-

ìåðû ýòîãî ñòåêà. Ïîãóãëèâ Âèêèïåäèþ, ìîæíî óçíàòü,

÷òî â àëãîðèòìå Åâêëèäà çà äâà øàãà ÷èñëà óìåíüøàþòñÿ

ïðèìåðíî â äâà ðàçà, ò.å äëÿ ñòîçíà÷íûõ ÷èñåë ïîíàäîáèò-

ñÿ ïðèìåðíî 800 ïîä÷èíåííûõ.

3 Âñÿêàÿ âñÿ÷èíà

Òóò áóäåò òî, ÷òî ïî êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå íå ïîìåñòèëîñü

â ïðåäûäóùèå ãëàâû.

3.1 Ïðîáëåìà ïëîõîãî íà÷àëüíèêà

Ïðåäïîëîæèì, íà÷àëüíèê çàäàë âàì ìàòåìàòè÷åñêóþ çà-

äà÷ó. Âû å¼ ðåøàëè, ðåøàëè è ðåøèëè. Ïðèíåñëè ðåøåíèå

íà÷àëüíèêó, à îí è ãîâîðèò: ¾×åì äîêàæåøü, ÷òî ðåøàë?

Ìîæåò òû ïðîñòî ÷èñëî êàêîå-òî íàóãàä íàïèñàë è òåïåðü

äåíåã ìîèõ õî÷åøü?¿

È òîãäà âû ìåäëåííî, ïî ïóíêòàì ïîêàçûâàåòå ýòîìó

íåõîðîøåìó ÷åëîâåêó, êàê èìåííî âû ðåøàëè. À îí ìåä-

ëåííî è çàíóäíî íà êàëüêóëÿòîðå ïðîâåðÿåò âñå âû÷èñëå-

íèÿ à ïîòîì è ãîâîðèò: ¾À çà ÷òî äåíüãè-òî ïëàòèòü? Âñå

ýòè âû÷èñëåíèÿ ÿ ñàì òîëüêî ÷òî ïðîäåëàë ñâîèìè ñîá-

ñòâåííûìè ðóêàìè, ëó÷øå ÿ ñàì ñåáå çàïëà÷ó¿.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîáëåìà ðàçðåøèìà. Íàïðèìåð,

åñëè çàäàëè ¾ðåøàòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ÷åðåç äèñêðè-

ìèíàíò¿, âû ìîæåòå òîðæåñòâåííî ñêàçàòü ¾×òîáû ïðî-

âåðèòü, íàäî ïîäñòàâèòü!¿. Ïîòîì ðàäîñòíî, íà ãëàçàõ

íà÷àëüíèêà ïîäñòàâèòü êîðíè â óðàâíåíèå è äîêàçàòü, ÷òî

îòâåò ïðàâèëüíûé. Êîíå÷íî, íåõîðîøèé íà÷àëüíèê âû-

÷òåò èç çàðïëàòû ñòîèìîñòü òð¼õ óìíîæåíèé è äâóõ ñëî-

æåíèé, íî îñòàëüíûå äåíüãè (ïîñëå âû÷åòà íàëîãîâ), íà-

âåðíîå, îòäàñò.

Îòñþäà ìîðàëü: íåäîñòàòî÷íî óìåòü íàõîäèòü ïðàâèëü-

íûé îòâåò, íóæíî åù¼ óìåòü íàõîäèòü ëåãêî ïðîâåðÿåìîå

äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè îòâåòà.

3.2 Íåâîçìîæíîå âû÷èñëåíèå

Êàê èçâåñòíî, êîìïüþòåðû ñòàëè áîëåå ëó÷øå îäåâàòüñÿ

âû÷èñëÿòü è ïî÷òè äîñòèãëè ãèïåðçâóêà. Îëèìïèàðä îïå-

ðàöèé â íàíîñåêóíäó ñêîðî óæå íå ïðåäåë. Åñòü ëè òàêèå

çàäà÷è, êîòîðûå êîìïüþòåðû íèêîãäà âû÷èñëÿòü íå ñìî-

ãóò?

Ïðåäïîëîæèì, íàø ñóïåð ïðîöåññîð íàñòîëüêî áûñòð,

÷òî ñîâåðøàåò îäíó îïåðàöèþ çà âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñâå-

òîì ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî ðàäèóñó àòîìà (10−19
ñåêóíä).

Ïðåäïîëîæèì, ìû íèêóäà íå òîðîïèìñÿ, è 13.7 ìèëëèàð-
äîâ (1.37 · 1010) ëåò ìàøèííîãî âðåìåíè (ýòî âîçðàñò Âñå-

ëåííîé) íàñ íå ïóãàþò.

Îäèí ãîä ýòî 60 · 60 · 24 · 365= 31536000 ≈ 3 · 107 ñåêóíä.
Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå â ýòîì ñëó÷àå

áîëüøå 4.3 · 1036 îïåðàöèé íå ñäåëàòü.
È äàæå åñëè ñäåëàòü ñâåðõ ìíîãîïðîöåññîðíûé ñâåðõ

êîìïüþòåð ñ 1.3 · 1050 ïðîöåññîðàìè (ñòîëüêî àòîìîâ â

çåìíîì øàðå), çà ãóãîë (10100) îïåðàöèé âñ¼ ðàâíî íå âû-
ëåçòè. Òàê ÷òî, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ ãóãîë

îïåðàöèé, ìîæíî ðàññëàáèòüñÿ è íè÷åãî íå äåëàòü.

Óïðàæíåíèå 8. Ñêîëüêî òûñÿ÷ ìèëëèàðäîâ âîçðàñòîâ

Âñåëåííûõ ïîíàäîáèòñÿ ýòîìó ñâåðõ ìíîãîïðîöåññîðíîìó

ñâåðõ êîìïüþòåðó äëÿ ïîäáîðà ñòîçíà÷íîãî ïàðîëÿ ñîñòî-

ÿùåãî òîëüêî èç öè�ð?

Îòâåòû íà óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1. Îòâåò: x= 4. Ïðîâåðêà: 4 + 3 = 7 = 5 + 2 = 2.
Óïð. 2. Îòâåò: x=39. Ïðîâåðêà: 33 ·39+25=1312=32 ·41+
+ 0 = 0.
Óïð. 4. Îòâåò: Ìîæíî. Ïîëó÷èòñÿ 4.
Óïð. 8. Îòâåò: Íå ìåíüøå òûñÿ÷è.

Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

%, 1, 4, 5, 6

RSA, 5

So
ialist millionaires, 5

àëãîðèòì èçâëå÷åíèå êîðíÿ, 3
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